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1 玻恩—奥本海默近似

由于电影《奥本海默》的全球

热映，奥本海默的大名进一步广为

人知。我们这里关注的是，奥本海

默首先作为物理学家的成就，他师

从量子力学的创始者和奠基人之一

玻恩(Max Born)，并合作提出了影

响深远的玻恩—奥本海默 (Born—

Oppenheimer，BO)近似[1]，成为量

子固体物理学的经典理论。

奥本海默在哈佛大学用3年时间

读完本科后，1925年来到剑桥大学

深造。在这里他发现自己在哈佛大

学时的知识储备严重不足，必须大

量补充学习理论物理与数学知识。

奥本海默在剑桥求学时心理受挫，

于 1926年下半年来到哥廷根，1927

年上半年获得博士学位，之后离开

了哥廷根。但是由于性格原因，他

与玻恩的关系并不融洽。在哥廷根

期间，奥本海默在科学研究上的最

大收获是与玻恩合作发表了一篇重

要文章，在里面提出了著名的玻恩

—奥本海默近似。这篇文章具有鲜

明的玻恩风格，主要应用的是玻恩

处理量子力学问题的常用工具——

微扰法，表述极为严密。文章的基

本想法是奥本海默提出的，但原文

过于简单粗糙，最后由玻恩完善[2]。

玻恩—奥本海默近似，基于两

个基本假设：

(1) 电子波函数与原子核波函数

分离，即电子的薛定谔方程可以简

化为

ĤBO ( r ; R )φ ( r ; R )

= EBO ( r )φ ( r ; R ) ，

其中，r和R分别代表电子与核的位

置矢量。

(2)电子始终处于基态(不涉及动

力学)，原子核的动力学方程简化为

Mα R̈ = -∇R E (0 )
BO ( R ) .

实际上，从更严格的理论基础出

发，固体中总的波函数可以写成：

Ψ (r,R, t ) =∑
n

ψn (r,R) χn (R, t ) ， (1)

其中，电子的薛定谔方程即：

He (r,R)ψn (r,R) = En (R)ψn (r,R) ，(2)

而原子核之含时薛定谔方程则为

iℏ∂tχn = [ ]T ( P ) + En ( R ) χn +

∑
l

Cnl χ l ， (3)

这里 χ代表核的波函数，Cnl体现了

原子核运动的非绝热耦合，也就是

χn和 χl之间的耦合，这样的耦合来

自于电子的介导。这里的耦合系数为

Cnl =∑
I ( 1

2MI

ψn || P 2
I ψ l +

)1
MI

ψn || P I ψ l ·PI ， (4)

公式中，PI是核的动量算符。当完

全忽略Cnl时，就回到玻恩—奥本海

默(BO)近似。当只保留(4)式中的对

角项时，此即玻恩—黄昆 (Born—

Huang，BH)近似。玻恩—黄昆近似

在他们合作的名著《晶格动力学理

论》(图 1) [3]一书中提出，并应用

于电子—声子耦合的计算，给出

著名的黄—里斯因子(Huang—Rhys

parameter)[4]，但玻恩—黄昆近似这

种命名则是 1972年由巴尔豪森和汉

森首先提出[5]。

中国科学院半导体研究所常凯

等人进一步提出，玻恩—奥本海默

近似有深刻的物理内涵，它刻画了

希尔伯特空间的约化[6]。

2 玻恩—黄昆展开

玻恩—黄昆展开[7]是对薛定谔

方程微扰项的展开。当计入电子与

原子核的相互作用，固体中多粒子

的薛定谔方程的哈密顿量可以写成：
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Hc = TE + U + TN = H0 + TN ， (5)

其中，TE和 TN分别是电子与原子核

的动能，U 是所有涉及电子与核子

相互作用的库仑能。鉴于原子核的

质量很大，动能项很小，TN可以作

为对H0的微扰处理：

TN = K 4 HL . (6)

这里HL是核动能哈密顿量：

HL = -∑
l

M0

Ml

ℏ2

2m
∇2

l ， (7)

其中，M0是核的平均质量，Ml是在

Rl点的核质量，m 为电子质量，K

定义为

K = ( )m
M0

1 4

. (8)

则与时间无关的薛定谔方程就是：

Hcψ ( r i, R l ) = Eψ ( r i, R l ) ， (9)

而当假定核子固定在 Rl 点的前提

下，电子的薛定谔方程即为

H0ϕ ( r i, R l ) = E0ϕ ( r i, R l ) . (10)

限于篇幅，关于玻恩—黄昆展开的

详细推导，有兴趣的读者可以参考

J. D. Patterson和 B. C. Bailey合著的

Solid State Physics [7]，这里只给出最

后的结果：

(Tn + Ueff -E )ψn +∑
l

Cnlψl = 0 ，(11)

其中，Ueff是一个有效势能，包含了

完全忽略核运动的本征能量E0和耦

合系数中关于动量的一次方项。实

际上，玻恩—奥本海默近似就是忽

略了包含Cnl的项；只要保留对角项

而只是略去非对角项，则依然属于

绝热近似的范畴，也正是玻恩—黄

昆近似对玻恩—奥本海默近似的发

展，是其精髓所在。

玻恩和黄昆对 (11)式做了一个

关于 K 的幂指数的微扰展开[3]。他

们证明，如果波函数展开到 K 的

二次方项，可以把解写成一种乘积

形式：ψn = ( r i, R l ) = ϕn ( r i ) X ( R l )，

其中 n 表示电子态。这就肯定了总

的波函数，可以写成仅仅依赖于电

子坐标而核坐标不变的电子波函

数，与仅仅依赖于核坐标而电子坐

标不变的核波函数的乘积。这其实

就是玻恩—奥本海默近似的物理内

涵。玻恩—奥本海默近似是指电子

为核的运动提供了一个势场，而运

动的核连续性地(而非突变式地)使

电子波函数发生形变，因此也被称

为绝热近似。在《晶格动力学理论》

第四章“量子力学基础”的第 14节

“分子系统的量子力学”中，引入了

“绝热近似”的概念，并专门在附录

VII“绝热近似”中对玻恩—黄昆展

开做了详尽的讨论。

玻恩和黄昆的讨论表明，当对

波函数计算到 K的二次方时，核的

有效势能包含了核运动的四次方或

更低幂级的诸项。

把核的势能展开到

核位移的二次方，

会得到简谐近似，

高于二次方则称为

非简谐项。因此可

以在玻恩—奥本海

默近似下处理非简

谐项。但是波函数

计算到 K 的三次方

时就会发现：不再

可以简单地把晶体

波函数写成电子与核的波函数的乘

积了，也就是说波恩—奥本海默近

似不再成立。在《晶格动力学理论》

一书的第 14节“分子系统的量子力

学”和附录 VII“绝热近似”中，

对固体系统的哈密顿量以 k 的幂级

做了展开，得到

H = H (0 )
0 + kH (1)

0 + k 2 ( H (2 )
0 + H (2 )

1 )

+k 3 H (3)
0 + … ， (12)

而波函数的三级项形式为

Ψ (3)
n ( x, u ) = χ (0 ) (u )ϕ(3)

n ( x, u ) +

χ(1) (u )ϕ(2 )
n ( x, u ) + χ(2 ) (u )ϕ(3)

n ( x, u ) ×

χ (3) (u )ϕ(0 )
n ( x, u ) + F ( x, u ) . (13)

两式中的指数代表级次，x和 u分别

是电子与核的坐标。F(x，u)是 x和 u

的复杂函数，它因具有一个类型因

子而不单独含 x。所以一旦超出波

函数的二次项或哈密顿量的四次

项，谐波近似和简谐近似的简单特

性就会失掉。 (13)式所显示的 Ψ (3)
n

中出现F(x，u)，就表明在波函数的

这个级次，绝热近似已经失效。

3 玻恩—黄昆近似的重要应

用：晶格弛豫与多声子跃迁

基于晶格弛豫的多声子跃迁理

论，是黄昆先生在玻恩—黄昆近似

基础上，对固体中与缺陷杂质发光

相关的光学跃迁理论的重大贡献。

本节公式采用黄昆先生原著[4]中的

符号。

正是由于晶格弛豫，才使多声

子跃迁成为可能。根据量子跃迁理

论，电子发生跃迁的几率是和一定

的“微扰”在初态和末态间的矩阵

元的平方成正比的。如果在电子的

初态和末态，晶格状态不同，即存

在晶格弛豫(图 2)，在计算矩阵元时

就必须考虑晶格振动波函数。由于

在这两个状态，振动的原点(原子的

平衡位置)不同，所以它们的振动波

函数之间不存在严格的正交关系，

以致跃迁前后振动量子数(声子数)

图 1 1954 年 牛 津 出 版 社 出 版 的 Dynamic Theory of

Crystal Lattice以及北京大学出版社出版的中译本《晶格

动力学理论》(本书译者葛惟锟为葛惟昆的曾用名)
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可以发生任意的变化。换句话说，

虽然仍属于绝热近似的范畴，但矩

阵元积分不能像玻恩—奥本海默近

似那样完全忽略原子波函数；积分

结果给出多声子跃迁第n条声子伴线

的强度权重为nth peak ∝ Sn /n!，这里

S =
1
N∑s ( )ω0

2ℏ
Δ2

jis ， (14)

S就是著名的黄—里斯因子，N是与

电子相互作用的振动模的数目。这

里 Δjis=(Δi-Δj)即晶格弛豫之差的度

量。而晶格弛豫之差决定了整个积

分的大小，即跃迁几率的大小。正

是由于晶格弛豫，才使多声子跃迁

成为可能。关于黄—里斯因子的推

导不是本文关注的重点，有兴趣的

读者可以参阅黄昆先生的长篇论文

“晶格弛豫和多声子跃迁理论” [4]，

或甘子钊先生的纪念文章“黄昆先

生很喜爱的一个研究领域：多声子

参与的光学跃迁和非辐射跃迁”[8]。

黄昆先生的多声子跃迁理论和

黄—里斯因子，在国际上得到广泛

应用，在半导体光谱领域产生了重

要影响。张勇和葛惟昆等人纠正了

法国研究组关于 GaP:N晶体中 N杂

质对(NNi，i表示两个N原子距离的

级次，i=1 表示最近邻)等电子中心

的黄—里斯因子对温度依赖关系违

背黄昆理论的错误结论，从实验上

证明法国组的工作是由于谱线识别

误判所致，并在理论上得出与黄昆

理论完美相符的结果[9]，得到了黄

昆先生本人的好评。

此外，于渌、苏肇冰计算聚乙

炔中孤子解的方法，也采用的是玻

恩—黄昆展开[10]。

4 玻恩—黄昆展开

与阿秒物理学

2023年诺贝尔物理

学奖授予美国皮埃尔·

阿 戈 斯 蒂 尼 (Pierre

Agostini)、德国费伦茨·

克劳斯 (Ferenc Krausz)

和瑞典安妮·呂利耶

(Anne L’Huillier) 三 位

科学家，以表彰他们在

“产生阿秒光脉冲以研

究物质中电子动力学的

实验方法”方面所做出

的贡献。

阿秒 (attosecond，简记为 as)科

学是一门在 10-18 s 的时间尺度上控

制并测量自然现象的艺术。阿秒技

术通过拍摄超快现象的慢动作电影

来揭示超短时间间隔内物体的动力

学特性。

原子单位制下时间的单位是

ℏ/2E R，其中 ℏ 为普朗克常数，E R

为氢原子能级(即里德伯常数)，时

间单位的数值为 24.19 as。因此，阿

秒科学是在电子自身的时间尺度下

对其进行时间分辨的动力学研究。

任何状态下的物质特性都由其电子

结构决定，同样地，这些特性的改

变，不论是因为化学反应还是受外

场影响，最终都由电子的运动驱

动。显而易见，从原子物理学到材

料科学乃至生物化学领域，电子的

动力学控制都是至关重要的研究内

容。20世纪是研究和控制稳态物质

结构的时代，而 21世纪将由时间分

辨的物质动力学主导，从最基本的

层面揭示微观世界的奥秘。

阿秒物理深入到核子—电子尺

度的本征运动和相互作用。在阿秒

尺度上有显著变化的物理过程通常

意味着粒子的运动速度很快，或者

存在强激光场的激励，从而使得绝

热近似不再成立，BO近似甚或BH

近似已不足以描述阿秒尺度上的物

理过程。从另一个角度来看，阿秒

科学和阿秒测量是一门精密科学，

如果要在阿秒时间尺度上精确地理

解电子—核子动力学过程，准确包

含原子核的量子波包运动和非绝热

作用的严格量子力学理论框架必不

可少。在这个意义上，超出 BO 近

似成为必须。

玻恩—黄昆展开提供了精确描

述电子—原子核联合量子运动和非

绝热作用的理论框架，使物理学家

可以同时准确描述原子核运动过程

中的核量子效应和电子跃迁效应(即

非绝热效应)。其有效场动力学演化

方程可以采用如下公式：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

iℏ
∂
∂t
φ ( r, t ) = é

ë
êêêê ù

û
úúúúT̂el + ∫dRχ* ( R, t ) [ ]V ( r, R ) + Uext ( r, R, t ) χ ( R, t ) φ ( r, t ) ，

iℏ
∂
∂t
χ ( R, t ) = é

ë
êêêê ù

û
úúúúT̂N + ∫drφ* ( r, t ) [ ]ĤBO ( r, R ) + Uext ( r, R, t ) φ ( r, t ) χ ( R, t ) .

(15)

图2 位形坐标与弗兰克—康登近似。位形曲线代

表在原子平衡位置晶格振动的势能函数。弗兰克

—康登近似是指：电子跃迁前后晶格的位形保持

在同一位置
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上式中的 T̂el 和 T̂N 为电子和原子核

的动能算符，V 表示原子核对电子

的相互作用势，Uext为体系感受到的

外场，HBO为前面介绍过的BO近似

下电子的哈密顿量。其中 φ，χ分别

为有效的含时电子波函数和原子核

波函数，它们可以按照投影到 BO

近似下电子哈密顿量的本征矢的展

开形式进行数值演化，即按照玻恩

—黄昆展开的原则来求解。时间上

进行数值积分的步长为电子运动的

本征时间尺度，即阿秒量级。

这些基于玻恩—黄昆展开的理

论计算结果能够与精确的阿秒实验

测量结果相比较，充分表明玻恩和

黄昆两位先行者做出了重大的前瞻

性贡献。比如，最近阿秒实验技术

的进步使得人们能够在阿秒时间尺

度实时跟踪呋喃分子受光激发后环

状原子链的打开过程中电子和核波

包的动力学行为[11]。利用内层电子

的阿秒瞬态吸收光谱(即在强光照射

后用极紫外光或X射线在阿秒时间

尺度的延迟上测量内层电子吸收谱

的变化)，人们揭示了呋喃分子开环

的电子和核量子波包运动，并通过

势能面圆锥交叉点附近的非绝热跃

迁识别电子和原子核的相干性。在

原子分子物理领域，基于玻恩—黄

昆展开的原子核波包动力学已被广

泛使用，用来解释实验发现、预测

新现象。在凝聚相体系的动力学研

究中，基于玻恩—黄昆展开的理论

框架也逐渐展示其威力，它和第一

性原理电子结构计算相结合[12]，能

够使人们首次在第一性原理的层次

上理解电子—核子的超快微观动力

学和物质演化的根本规律。人类对自

然的认识又深入到一个崭新的层次。

谨以此文，纪念黄昆先生诞辰

105 周年，致敬他对固体物理学的

伟大贡献。
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磁学既古老又年轻。磁学已经

有两千多年的发展历史，自 20 世纪

初的物理学重大突破性发展以来，

它经历了四次重大变革：磁性质的

物理理论、向微波和高频的拓展、

软磁硬磁和磁硬盘等各种各样的技

术应用以及新近出现的自旋电子学，

并为 20 世纪信息科学技术的高速发

展做出了巨大贡献。

《磁学与磁性材料》是在原著最

新版的基础上经增补部分内容而形

成。这本专著对磁学和磁性材料应

用以及磁学发展历程进行了全面的

论述与介绍，内容丰富而系统，包

含了磁学和磁性材料方面的基本物

理概念、实验方法和应用。既有定

性描述，又有定量分析，并对磁学

相关的概念、现象、材料、器件及

应用，注意给出其数值大小、实用

的具体数据及其实施案例，还提供

了丰富而实用的磁性材料信息，详

细介绍了多种重要磁性材料。

这是一本现代磁学教科书，针

对的读者是对磁学和磁性材料感兴

趣并且希望快速获得相关专业基础

知识、基本原理和广泛应用介绍的

物理学、化学、材料科学、微电子

学、管理科学、科普和工程等领域

的青年学者、教师、工程师以及广

大的高年级本科生和硕士博士生等

研究人员。这本专著可以帮助读者

迅速了解和掌握磁学领域的相关专

业基础知识及应用方式和方法，是一

部通俗易懂且有极高学术价值的专著。
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