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摘 要 凝聚态物理中拓扑相变和拓扑物态的发现，获得了2016年度诺贝尔物理学

奖。文章系统介绍了凝聚态物理中拓扑性的起源，并简要介绍了目前凝聚态物理中发现的主

要几类拓扑态：拓扑绝缘体、量子反常霍尔效应、拓扑晶体绝缘体和拓扑半金属。
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Abstract Two months ago, three physicists won the Nobel physics prize for their discov-

ery of topological phases and transitions. In this paper, we review the origin of the concept of topol-

ogy in condensed matter physics, then present a brief introduction to the main classes of topologi-

cal states in solid-state materials, including topological insulators, the quantum anomalous Hall ef-

fect, topological crystalline insulators, and topological semimetals.

Keywords topological quantum state, topological insulator, topological phase transition

2016年的诺贝尔物理学奖授予了三位理论物

理学家，分别是美国华盛顿大学的David J. Thou-

less，普林斯顿大学的 F. Duncan M. Haldane和布

朗大学的 J. Michael Kosterlitz(图 1)，以表彰他们

在理论上提出了凝聚物质中的拓扑相变和拓扑相[1]。

作为在这一领域工作多年的研究者，衷心地为几

位前辈的获奖而感到高兴，同时也深受鼓舞。许

多朋友来信，要求科普一下凝聚态物理学中的拓

扑相，我在这里就向大家简单介绍一下。很多人

都觉得拓扑这个数学概念很深奥，似乎很难跟生

活中的物理现象发生联系，其实不然，生活中到

处都有拓扑现象。比如说涡旋，就是一种常见的

拓扑现象，我们每天清晨在洗漱台见到，在水流

湍急的河边偶遇，在每一个台风过境的夜晚，我

们怀着忐忑的心情等待。本次诺贝尔物理学奖得

主Thouless先生和Kosterlitz先生发现的二维超流/

超导体中的Kosterlitz—Thouless(KT)相变[2，3]，就

跟其中的涡旋激发有着密切的关系。因此我们先

来讲讲涡旋激发和KT相变。

1 超流/超导体中的KT相变

在介绍超流/超导体中的涡旋之前，我先向大

家介绍一点非常基本的场论，一个二维标量场，
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比如一个绷紧的鼓面，考虑它的横向振动，就是

一个典型的二维标量场，它的运动可以由平面坐

标(x，y)点处的振幅Z(x，y)来描写，它的集体运动

模式就是我们熟悉的声波振动，如图2所示。

与之类似，二维超流/超导薄膜的集体运动

也可以由一个二维标量场来刻画，即平面坐标

(x，y)点处的波函数相位θ(x，y)，由于超流/超导相

变破缺了U(1)对称性，当不存在集体激发时，刻

画超流/超导体的波函数相位在空间各处是固定在

一个值上的，可以假设为θ(x，y)=0。我们可以用

图 3中每一点的单位矢量与 x轴的夹角来形象地

演示相位场θ(x，y)。接下来讨论系统的集体激

发，它可以被分成两类模式，第一类是θ(x，y)在0

附近做小幅振动，这种模式跟鼓面上的声波振动

是非常类似的，如图3(b)所示。

而另一种模式则是鼓面振动问题中没有的，

也就是涡旋激发模式，为什么会存在这种不同

呢？这是因为超导/超流问题和鼓面振动中的二维

标量场是很不一样的，前者是紧致的(compact)而

后者是非紧致的。紧致和非紧致是一个数学上的

概念，它的意义很容易理解，通俗地说就是该标

量的取值范围是在一个开放的空间(像鼓膜的横向

振动)，还是在一个首尾相连的封闭空间(如相

位)。相位空间是一个典型的紧致空间，它是一个

定义在 0到 2π之间的角度，而零度则严格等价于

2π。正因为相位场的紧致性，导致了在超流/超导

体系中另一类激发，拓扑型激发，也就是涡旋的

出现。一个典型涡旋的空间构型如图 3(c)所示，

围绕着涡旋中心，相位场θ(x，y)连续地从 0变化

到2π，注意由于0和2π的等价性，相位场的连续

性并未被破坏。从图 3(b)和(c)的对比中，可以看

出涡旋和普通声波振动的不同，图 3(b)中的声波

激发构型可以通过对相位场施加连续形变来消除

掉，而图 3(c)中的涡旋在连续形变下只能移动位

置而不能消除，把涡旋消掉的唯一办法就是通过

连续形变，将一对手性相反(左旋和右旋)的涡旋

挪到同一点上，让它们互相抵消。从拓扑学的角

度看，具有单个涡旋激发的相位场构型跟没有涡

旋的构型，是不能通过连续变形来互相转化的，

属于不同的拓扑类，因此把涡旋激发称为是“拓

扑型激发”。1972—1973年，Thouless和Kosterlitz

两位先生通过漂亮的理论工作，推导出了在二维

超流/超导体系中涡旋运动的理论模型，他们发现

两种手性的涡旋(左旋和右旋)可以看成是被限制

在二维平面内的正负“电荷”，互相之间存在二

维“库仑作用”。更有意思的是，他们还发现随

着温度的变化，这一体系中还存在着一种特殊的

相变。在相变温度以上，存在着自由运动的涡

旋，从而破坏了超导/超流的长程相位有序；而在

相变温度之下，不同手性的涡旋只能两两配对形

成束缚态，这时候存在着波函数相位的“准长程

序”，也就是说相位关联随距离按幂函数而不是

指数函数衰减。这种相位无序到“准长程序”的

特殊相变，是涡旋游离态到束缚态转变所导致

的，并不伴随着对称性的破缺，因此不能用朗道

相变理论来刻画，后来以两位发现者的姓名命名

为 Kosterlitz—Thouless 相变。在实验上，Koster-

图1 2016年度诺贝尔物理学奖获得者

图3 超导/超流体波函数的相位构型 (a)基态构型；(b)普

通型激发；(c)涡旋激发

图2 鼓面的不同振动模式由一个标量场描述
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litz—Thouless相变在许多超导薄膜中被观测到，

这种由拓扑元激发导致的相变，受到了广泛的关

注。此外，前苏联科学家Berezinskii也完全独立

地对理解这一概念作出了重大贡献[4，5]，因此这一

相变也被称为是Berezinskii—Kosterlitz—Thouless

相变[2—5]。

2 永远的TKNN：动量空间中的拓扑不

变量

上一节介绍了在超导/超流薄膜中的拓扑型元

激发——涡旋，以及涡旋激发导致的BKT相变。

从中大家可以看到拓扑型激发的几个特点：一是

全局性，一个涡旋产生以后对距离很远的相位场

都产生影响；二是对局部扰动的稳定性，局部扰

动只能移动涡旋的空间位置而不能马上消灭它。

同时，产生这种拓扑激发的本质原因也很清楚，

就是相位空间是紧致的，说穿了就因为它是一个

角度，只能在 0到 2π之间取值。类似的拓扑型激

发在各种不同的凝聚态系统中都存在，比如最近

研究很热的斯格明子，就是在铁磁系统中出现的

拓扑型激发。

上面介绍的都是实空间的拓扑构型，拓扑激

发，如涡旋和斯格明子，无论是描写它们的数学

方程，还是显示其空间构型的图片，都非常美

妙。但在凝聚态物理中，这只是刚刚开始，更美

妙的数学结构存在于动量空间，也就是说在看似

复杂的电子态波函数背后居然隐藏着异常丰富和

美妙的拓扑结构，目前在这一领域进展非常快，

像拓扑绝缘体、量子自旋霍尔效应、量子反常霍

尔效应、外尔半金属等新材料、新现象层出不

穷，而这一重要领域的开山之作，就是大名鼎鼎

的 TKNN，也是这次获奖的工作之一 [6]。这篇经

典文章由四位科学家联合署名，其中T就是这次

获奖的 Thouless先生，上文介绍的KT相变也是

他的贡献，从中可以看出Thouless对当代凝聚态

物理的巨大贡献，这次获奖的确是实至名归。

TKNN要研究的问题，其实属于电子态波函数的

拓扑分类，这是一个很大的领域，TKNN关注的

是其中最简单的一类。首先，这类波函数是无相

互作用的，可以由一个 Slater行列式来描写；其

次这类波函数描述一个能带绝缘体。由于无相互

作用，多电子波函数可以由一批占据单电子波函

数以形成Fock态来表示，又由于是能带绝缘体，

所有被占据的单电子态将铺满整个布里渊区。这

样对多电子态的分类，可以简化为单电子波函数

在整个布里渊区内是否具有拓扑结构的问题。目

前研究正热的拓扑绝缘体、拓扑半金属等，都是

在针对单电子态而言的，本质上都是TKNN的工

作在广度和深度上的推广。下面就具体介绍

TKNN指数。

我们来考虑一个二维无相互作用绝缘体的波

函数，对布里渊区内的每一个 k点，被占据的单

电子波函数构成了一个希尔伯特空间，而这些单

电子波函数 ψk( )r 连同承载它们的二维布里渊区

就构成了一个叫做纤维丛(fiber bundle)的数学结

构。所谓的纤维丛，就是定义在一个几何体(数学

上叫底流形)的函数(数学上叫纤维)。比如图 4的

这把梳子，就可以看成是一个纤维丛，底流形是

一个柱面，而纤维则是上面的一根根梳齿(线段)。

对于无相互作用绝缘体系统来说，底流形就

是我们的二维布里渊区，(注意它是一个轮胎面或

者说是当肯甜甜圈，这一点非常重要，后面会详

细阐述)，而单电子波函数则是“长”在上面的纤

维。对于纤维丛的拓扑分类问题，数学大师陈省身

先生曾做过系统的研究，按照微分几何理论，这

样的纤维丛可以分成不同的类，每一个拓扑上等

图4 生活中处处可见“纤维丛”
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图5 二维布里渊区示意图 (a)沿 kx，ky方向周期性延伸；

(b)轮胎面

图6 最简单的绝缘体能带图

价的类都具有相同的“陈数”，TKNN在二维绝缘

体系统中找到的不变量，正是数学上的“陈数”。

要从物理上理解“陈数”这个比较抽象的数

学概念其实并不难，首先说明一下为什么二维布

里渊区是一个轮胎面，这是因为布里渊区内的动

量 k ，跟上节中的角度一样，是定义在一个单值

区间[－π，π]之内的，换句话说也是紧致的，因

此在图 5(a)中布里渊区的上边界跟下边界，左边

界跟右边界都是等价的，两边连起来一个平面

就成了轮胎面，如图 5(b)所示。理解了底流形

布里渊区的拓扑特性之后，再来看定义在其上

的“纤维”——波函数。固体中的电子态，学过

一点固体物理的同学们都知道，就是一条条的能

带，如图 6就是一个典型的绝缘体的能带色散关

系图，上面的空态是导带，下面的占据态是价

带。在TKNN以前，人们只对电子态的本征能量

或色散关系感兴趣，因为它可以决定固体的许多

性质，而对具体波函数的性质则不太关心。随着

TKNN 的工作和对 Berry 相因子研究的进一步深

入，人们越来越认识到波函数内部结构的重要性。

其实，跟上文介绍的涡旋激发类似，动量空

间中波函数的拓扑结构还是隐藏在它的相位当

中。但是一个重要的不同点是，现在我们的体系

具有 U(1)规范不变性，也就是说每个波函数

ψk(r) 的相位是不定的，可以通过规范变换

ψ '
k( )r ＝ψk( )r e

iθ(k)
来进行改变，而任何有意义的物

理可观测量都必须在这样的变换下保持不变。因

此，我们要解决的问题就转化为是否能在看似任

意变化的波函数相位结构中找出规范不变的量

来，TKNN给出的答案就是陈数。

我们可以通过一个叫做“Wilson loop”的方

法[7，8]，很直观地向大家介绍陈数这个看似深奥的

数学概念。首先，在看似随意的波函数相位中找

一个规范不变的量，可以把二维布里渊区按照不

同的 ky 切成一条条的横线，如图 5(a)所示，并且

在每一条线上按照一定的间距分成N个点，于是

把相邻 k点的占据态波函数求内积再乘起来就是

规范不变的，如下式，

Ae
iθ(ky) = ψk1

ψk2
ψk2
ψk3

… ψkN - 1
ψkN

ψkN
ψk1

.

需要注意的是，这个连乘是从 k1 开始，最后回到

k1 ，因为刚才讲过，布里渊区其实是轮胎面，所

以 kN 和 k1 也是相邻的。很容易证明这个量在规

范变换下是不变的，并且当N趋于无穷大时，这

个复数的模 A 趋于 1，而只留下一个相位 θ(ky) ，

这个量是 ky 的函数，因为对每一个固定 ky 的环

我们都可以做同样的计算。然后我们来看相位

θ(ky) 随着 ky 是如何演化的。假设 ky 从－π变化到

π，因为－π和π其实是等价的，相位 θ(ky) 必须回

到初始值或者变化2π的整数倍。

于是随着 ky 变化一圈，相位角 θ(ky) 必须在

布里渊区的轮胎面上绕整数 C 圈，如图 7 所示，

这个整数C就是TKNN发现的陈数！大家可以感

受一下，绝缘体系统在 k空间的相位结构，居然

跟一个涡旋系统有着如此的相似性，可见物理体
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图7 陈数分别为0(a)和1(b)时相位角 θ(ky) 的演化示意图

系背后的数学结构是多么的美妙。

更有意思的是，陈数并不单单只是数学游

戏，对于二维绝缘体系统来说，它有明确的物理

意义，就是霍尔电导的量子化，不同的陈数对应

于不同的量子霍尔效应台阶。1988年本年度诺贝

尔物理学奖的另一位获奖者F. D. M. Haldane教授

第一次提出，无需外磁场而依靠特殊的能带波

函数结构也可以产生非平庸的陈数，从而实现

量子反常霍尔效应[9]。2010年戴希、方忠、张首

晟等人第一次提出在磁性掺杂的拓扑绝缘体薄膜

Bi2Se3/Bi2Te3 中可能存在陈数为 1的量子反常霍

尔效应态[10]，3年后薛其坤领衔的实验团队第一次

在上述体系中观测到了量子反常霍尔效应态[11]，引

起了很大的关注，这时离TKNN最初的文章已经

过去了 31年，离 F. D. M. Haldane 1988年的理论

工作也过去了25年，可见几位获奖前辈在科学上

的超人远见。

3 从TKNN到Z2拓扑绝缘体

TKNN的经典论文发现了TKNN不变量即陈

数，利用这一整数，可以对所有的二维绝缘体态

进行分类。但是在TKNN那个年代，80年代，人

们只是在二维电子气在强磁场下形成的量子霍尔

效应系统[12]——这一人造体系中实现了具有非零

陈数的物质态。那么能不能在天然晶体材料中发

现类似的拓扑非平庸物质态呢？这是一个很自然

的问题，而为了回答这个问题，科学家们又付出

了20多年的努力。想要在天然晶体中找到与量子

霍尔效应体系类似的拓扑材料，首先要确定搜索

的方向。如果这个新的拓扑材料是用

陈数来刻画的，那么它必须满足两个

条件，(1)必须是二维材料；(2)必须破

坏时间反演对称。第一个条件很显

然，因为根据我们前面的介绍，陈数

本身就是定义在二维体系中的。第二

个条件需要进一步解释一下，事实上

对凝聚态物质中时间反演对称的思考

和研究，直接导致了拓扑绝缘体的发

现。那么时间反演对称是怎么回事呢？我们说体

系具有某种对称，是指它在相应的对称操作下保

持不变，比如镜面对称，就是指系统在镜面反射

之后还保持原来的模样。对于现代物理学来说，

对称性是个太重要的概念，在凝聚态体系中各种

空间对称已经被研究得很透彻，但对时间反演对

称却尚有很大的研究空间。简单地说，时间反演

就是时间箭头反向，向前运动的粒子掉头往后，

原来往后运动的粒子转而向前。除了粒子平动自

由度以外，内禀转动自由度也要反向，原来顺时

针转的变为逆时针，逆时针转的变为顺时针，导

致的后果就是粒子自旋方向的翻转。数学上很容

易证明，就像单个粒子的平动和自旋运动，在时

间反演操作下二维绝缘体的陈数必须反号，那么

对于任何晶体材料，只要具有时间反演对称，其

陈数就必须为零。换而言之，具有非零陈数的晶

体材料，只能在破缺时间反演对称，也就是具有

自发磁性的系统中去找，而绝大多数天然晶体材

料是没有磁性的，难道在这些材料中就不会有拓

扑非平庸的电子结构吗？能否找到陈数以外的拓

扑不变量来刻画具有时间反演对称的绝缘体系统

呢？答案是肯定的，近年来这方面的重大突破就

是拓扑绝缘体理论。根据这一理论，可以把具有

时间反演对称的绝缘体系统，分为拓扑绝缘体和

普通绝缘体两类，而用来刻画其拓扑特性的不变

量就叫做Z2拓扑不变量。

在介绍Z2拓扑不变量的数学形式之前，让我

们首先来回顾一下历史。在保持时间反演不变的

体系中寻找拓扑物态的早期尝试，是基于一种非

常朴素的想法，既然时间反演操作下绝缘体系统
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的陈数会变号，那么假设有这样一类体系，它们

的电子态由两个互为时间反演态，并且相互之间

无耦合的子系统组成，我们不妨分别记为 A 和

B，由于时间反演对称，两个子系统的总陈数为

零，但它们各自的陈数可以不等于零，而是符号

相反的两个整数，比如(1，－1)或者(2，－2)，这

样我们就可以得到一个陈数分类的简单推广，由

于对固体电子态而言，最自然的两套子系统，就

是电子的两个自旋指向，向上或者向下，于是这

种“半个系统”的陈数就被叫做“spin Chern

number”，自旋陈数，比如刚才提到的(1，－1)系

统，其自旋陈数就等于 1。并且当自旋陈数不等

于零时，系统就相应地具有自旋霍尔效应。2005

年宾州大学的Kane/Mele[13，14]和斯坦福大学的Ber-

nevig/张首晟[15]分别基于石墨烯和特殊应力场下的

半导体量子阱，几乎同时提出了这种可以用自旋

陈数来描述的自旋霍尔效应体系。然而用自旋陈

数来描述电子态的拓扑特性有一个非常重要的前

提条件，就是上下自旋的电子态是完全相互独立

的，不存在耦合效应，而这一条件在实际材料中

是很难实现的，因为自旋轨道耦合效应是普遍存

在的。然而他们很快发现，在进一步考虑了自旋

轨道耦合效应以后，原先自旋陈数等于 1，3，5

等奇数的系统彼此在拓扑上等价，同时原先自旋

陈数等于 0，2，4 等偶数的系统也在拓扑上等

价，当然这里还必须满足一个条件，就是加上自

旋轨道耦合的过程不能关闭绝缘体的能隙，这样

才能保持拓扑学要求的“连续形变”。那么，具

有时间反演不变的二维绝缘体就可以分为奇偶两

类，数学上叫做Z2分类，其中奇数类具有被时间

反演对称保护的狄拉克型边缘态，而偶数类则没

有这种受保护的边缘态。在 2005 年 Kane／Mele

的文章中[13]，他们还推导出了这个Z2拓扑不变量

具体表达式，从而把TKNN开创的研究领域推进

到了新的高度。2006年Bernevig，Hughes和张首

晟提出了实验上有可能真正实现的二维拓扑绝缘

体系统——HgTe／CdTe量子阱[16]，次年德国维尔

兹堡大学的Molenkamp小组在该体系中第一次观

测到了量子自旋霍尔效应的迹象[17]。此后，傅亮

和Kane等人把拓扑绝缘体的概念推广到了三维体

系[18—20]，2009年我和方忠领导的小组与张首晟小

组合作，通过计算提出了目前影响最大的三维拓

扑绝缘体材料，Bi2Se3家族[21]，也对这个领域的研

究做出了自己的贡献。2011年我和祁晓亮、Bern-

evig 等人，利用 Wilson loop 方法把 Kane/Mele 提

出的Z2拓扑不变量写成了更直观的形式，并且可

以统一描述系统的陈数和Z2不变量[7]，下面向大家

简要地介绍一下。

跟计算陈数的时候一样，首先我们也还是

要把二维布里渊区划分成一条条的平行线，如图

5(a)所示。与破坏了时间反演对称的绝缘体不同

的是，当具有时间反演对称时，最简单的绝缘体

系统将至少具有两条占据能带，这是电子自旋自

由度的体现。于是当我们仿照上文的做法构建

Wilson loop时，我们发现相邻 k点的波函数内积

不再是一个复数而是一个 2*2的矩阵，同样我们

可以把这些矩阵按照次序乘起来，

Ŵ = Â12 Â23 Â34…ÂN - 1，N ÂN1 ，

其中矩阵元 Â
kk '，nm

= ϕk，n|ϕk'，m 。注意通过这样的

Wilson loop 得到的矩阵 Ŵ 不再只是 U(1)规范不

变，而是U(2) 规范不变，它可以分解成U(1)部分

和 SU(2) 部分 Ŵ = zŴ0 ，其中U(1)部分 z就是矩阵

Ŵ 的行列式，是一个复数，而这个复数的相位角

随 ky的演化则得到系统的陈数，请参看上节。剩

下的 Ŵ0 是一个行列式为1的幺正矩阵，Z2拓扑不

变量就藏在这个矩阵的本征值里。2*2幺正矩阵

Ŵ0 的本征值是两个模为1且互相共轭的复数对，我

们可以提取出它们的相位，记为 θ1，θ2 ，(注意，

又是相位！)并且考察它们随着 ky的演化。由于系

统具有时间反演对称，这两个相位的演化必须满

足下面两个条件：(1)只有一半的演化过程是独立

的，如 ky＝0到π，而另一半(－π到 0)只是前一半

的简单重复；(2)在 ky＝0 和π处，相应的 Wilson

loop在时间反演操作下是不变的，因此上面提到

的两个相位 θ1，θ2 必须相等，且满足 θ1＝-θ2 (共

轭性的要求)。所以在 ky=0 到π处，它们或者都等

于 0，或者都等于π(π等价于－π，又是相位紧致

性的体现！)。于是当我们考察 ky＝0到π的演化
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图9 能带相位演化的两种不同拓扑构型 (a)Z2=0；(b)Z2=1

图8 时间反演对称能带相位演化的两种不同拓扑构型 (a)Z2=0；(b)Z2=1

过程时，相位 θ1，θ2 的演化曲线有两种拓扑上不

等价的构型，分别如图8(a)和(b)所示。

其中图 8(a)的两条演化线从 0开始，最后一

起回到0，而在图8(b)中，则是一起从0开始，最

后分别演化成π和－π。由于二维布里渊区的紧致

性，上述演化实际上是在一个开放的柱面上进行

的，理解了这一点就不难弄清楚图 8(a)和(b)之间

的本质不同，在不改变两端取值(时间反演对称的

要求)的情况下，通过在柱面上的连续变形，永远

不可能将图8(a)的演化线变化成图8(b)。图8(b)的

情况实际上是两条演化线合起来在柱面上绕了一

圈，所以它跟没有绕圈的图8(a)在拓扑上是不等价

的。下一个问题是，这样不等价的构型一共有多

少个呢？能不能有绕两圈，三圈的情况呢？拓扑

绝缘体理论给出的回答是，在没有额外对称性的

情况下，绕两圈等价于零圈，而三圈等价于一圈。

这一点可以通过图9(a)和(b)看出来，如果两条演化

线绕柱面两圈(如图9(a))，它们必须在中间交叉一

次，假设除了时间反演以外

没有其他晶体对称，两条演

化线之间总可以存在有限的

耦合，从而把交叉点劈裂

开，如图9(a)所示，于是两圈

就等价于零圈了。同理，如图9

(b)所示，三圈也等价于一圈。

综上所述，我们可以得

出结论，在半个布里渊区的

相位角演化只有两种拓扑上

不等价的构型，分别环绕半

个布里渊区柱面奇数和偶数

圈，前者对应拓扑绝缘体而

后者则对应普通绝缘体。与

陈数分类不同，这种分类在

数学上是奇偶类而非整数

类，因此称为Z2拓扑不变量。

具有时间反演不变的二

维拓扑绝缘体可以按照Z2不

变量分类，从本质上讲，起

源于对绝缘体电子态“连续

变形”所施加的限制。在不施加任何限制的情况

下，二维绝缘体只能按照陈数来分类，而如果限

制电子态连续变形过程不能破坏时间反演对称，

则二维绝缘体又可以分为 Z2不变量为奇或偶两

类，虽然它们的陈数都等于零。按照这个思路，

考虑越来越多的对称性，如空间反演、镜面反

射、旋转对称等，系统电子态的拓扑构型也将越

来越丰富，受此启发科学家们此后又提出了拓扑

晶体绝缘体等概念。2012年陈谐、顾正澄、刘正

鑫和文小刚总结了前面的工作，用群论方法对固

体中受对称性保护的各种拓扑态进行了分类研

究，提出了 SPT 的概念(symmetry protected topo-

logical phase)，又把这方面的研究推进了一大步[22]。

4 百花齐放的拓扑态：拓扑晶体绝缘体

和拓扑半金属

TKNN指数可以用来刻画任意二维绝缘体系
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图10 二维绝缘体的拓扑分类

统的拓扑特性，Z2指数可以用来刻画具有时间反

演对称的二维绝缘体的拓扑特性。这里面蕴含了

深刻的对称性和拓扑分类之间的关系，如果不对

体系的对称性做任何限制，那么二维绝缘体只能

按照TKNN指数分类，也就是每一个整数C代表

一类，其中所有具有时间反演对称的二维绝缘体

都被统一分在TKNN指数C=0的类里面。按照拓

扑学的基本原理，被分在同一类中的个体(这里指

体系的波函数)都在连续变形下彼此等价。然而如

果利用对称性对系统的连续变形做进一步的限

制，比如要求连续变形过程限制在满足时间反演

不变的子空间里，则有些原本彼此等价个体，由

于连续变形的受限而变得不再等价，于是这些

TKNN指数等于零的二维绝缘体又可以进一步按

照Z2指数分为奇偶两类。同理，我们还可以进一

步加入各种晶体对称性，对连续变形做更高的对

称性要求，从而获得更加丰富的拓扑晶体绝缘

体，如镜面陈数(mirror chen number)绝缘体 [23]和

Hour Glass 绝缘体等 [24， 25]。从中我们可以看到，

体系受到的对称性限制越多，则拓扑分类越为丰

富，如图10所示。沿着这个方向，用拓扑学的观

点来重新审视各类材料的电子结构，是目前发展

非常迅速的领域，结出了累累硕果。

前面介绍的是绝缘体系统的拓扑分类问题，

对于绝缘体来说，其布里渊区被整数条能带所占

据，从微分几何的观点看，是一个定义在轮胎面

上的纤维丛，所有的拓扑分类研究都缘此而来。

那么能不能把拓扑分类

研究推广到金属体系

呢？简单的推广马上就

碰到问题，在金属中波

函数在布里渊区的分布

是不连续的，在布里渊

区的某些区域占据着N条

能带，而在另一些区域

则可能占据着N+1或N－

1条能带，这些能带占据

上出现的“断层”，则构

成金属中最重要的元素

——费米面。显然对于金属体系而言，我们不能

把整个布里渊区及其上的占据波函数当作分类对

象。那么对于金属来说什么是合适的分类对象

呢？费米面及其上占据的波函数，似乎是一个比

较合理的选择。目前针对金属体系的普遍拓扑分

类问题，还没有一个明确的答案，但对于一类特

殊的金属体系——半金属，我们已经取得了突

破，这就是大家都听说过的拓扑半金属[26]，它又可

以分为外尔半金属[27—33]、狄拉克半金属[33—37]、节线

半金属[38—41]和多重点半金属[42—45]等等，其中外尔半

金属是最基本的，本文的介绍也主要围绕它展开。

所谓外尔半金属，就是两条不简并的能带在

三维空间相交在一个 k点上，这个 k点就是外尔

点。可以从多种角度出发去理解外尔半金属，首

先它可以被看成是一种特殊的金属，其特殊性在

于它的费米面被缩成了三维空间中的一个点——

外尔点；同样外尔半金属也可以被看成是一种特

殊的绝缘体，除了几个孤立的外尔点以外，它在

布里渊区的其他区域内都具有有限的能隙。在固

体的能带结构中，这样的外尔点是由能级的“偶

然简并”造成的，由于外尔点的位置并不在布里

渊区的任何高对称点和线上，这种简并与晶体对

称性导致的简并是完全不同的。这种看似“偶

然”形成的简并点，在传统的固体物理中并不受

重视，因为它是不稳定的，在哈密顿量中加入一

个小的微扰项就能在原先的简并点处打开能隙。

然而，对于三维体系，加入微扰项消除原有简并
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图11 两种手性的外尔费米子

点的同时，在邻近区域又会产生新的简并点。其

原因很简单，两条能级发生简(交)并(叉)的独立条

件有三个，对应于三个彼此独立的2*2厄米矩阵(泡

利矩阵)，而在三维体系中，有三个独立的动量kx，

ky和kz，因而由三个独立条件可以确定三个动量参

数。因此，上述数学问题在一定参数范围内总是

有解的，对哈密顿量进行连续变形，只能移动外

尔点的位置而不能马上消除它。那么如何能真正

消掉一个外尔点呢？唯一的方法是通过连(施)续

(加)变(微)形(扰)，把两个“手性相反”的外尔点

移动到一起，然后它们就能像粒子物理中的正反

粒子一样湮灭了。这么看来，外尔点很像我们第

一节介绍的涡旋，只有正反涡旋相遇才能相消。

事实上，外尔点正是出现在动量空间中的奇点。

在某个特定的外尔点附近，在对空间坐标重

新标度以后，体系的低能有效哈密顿量正是大名

鼎鼎的外尔方程，那是ETH的外尔教授在上世纪

20 年代提出来描写无质量费米子的运动方程。

外尔方程有一个非常重要的特性，就是它的解

具有特定的手性，也就是粒子的自旋运动总是严

格绕着质心平动方向进行，因此可以分成左手(图

11(a))和右手(图11(b))两类，其相应的自旋指向分

别反平行和平行于动量方向 k。这就是外尔点手

性的起源，当然在凝聚态物理中，外尔点的“自

旋”并非电子真正的自旋，而是所谓“赝自

旋”，这一点需要反复强调。把外尔点附近的元

激发看成是一种无质量的费米子，是一种典型的

粒子物理的视角。而从凝聚态物理的视角则可以

把它看作是贝里曲率的奇点，如果说贝里曲率可

以被看作是动量空间的磁场，那么外尔点就是这

种磁场对应的磁单极子[8，46，47]。关于贝里相位和贝

里曲率[46，47]，这里补充说明一下。对于固体中的

能带电子态而言，贝里相位 A(k) 和曲率 B( )k 分

别由下面两个公式来定义：

A( )k = i∑
occ

n，k


k|nk ，B( )k =


k × A( )k ，

其中 |nk > 代表占据态波函数。从中可以看出，贝

里相位反映的是邻近 k点的占据态波函数之间的

联络关系，因此它也叫做贝里联络。上述定义的

贝里相位可以看作一个规范场，而贝里曲率则是

这个规范场所对应的场强。需要强调的是，贝里

相位和曲率是对于固体中电子波函数特性的最简

洁描述，而由电子波函数特性导致的物理规律，

是传统的固体物理研究中遭到忽视的课题，也是

本次诺奖得主Thouless先生长期耕耘的领域，其

中他的华人高徒牛谦教授也在其中做出了卓越的

贡献 [48]。个人认为在今后的本科固体物理教学

中，除了介绍能带色散导致的各种物理效应以

外，也应该更多地加入贝里相位和曲率这些波函

数特性导致的物理效应，以免在求学期间形成

“能带色散关系决定一切物理特性”的错误观

念。这种观念一旦在头脑中固化，将贻害无穷。

从贝里曲率的观点看，TKNN指数就是它在

二维布里渊区内的面积分，或者说是流过整个二

维布里渊区的“磁通量”。利用微分几何中的斯

托克斯定理可以证明这个积分必须是 2π的整数

倍，也就是TKNN指数乘以2π。利用贝里曲率还

可以非常简洁地证明外尔半金属的一个重要特

性，即固体能带中的外尔点都是手性一正一反成

对出现的。这其实又是紧致性的一个体现，这次

体现在布里渊区本身，大家知道在布里渊区中的

晶体动量相差一个倒格矢是完全等价的，就跟相

位空间相差2π一样。然后让我们来考察图12所示

的三维布里渊区，在其中取 kz为常数的平面。这

样的平面可以看作是某一个二维体系的布里渊

区，上面提过外尔半金属也可以看成是某种特殊

的绝缘体，其能隙只在有限的几个外尔点关闭，

那么对于某个特

定的 kz 方向截面

而言，只要其中

不包含外尔点，

那么这个截面就

是一个二维绝缘

体系统的布里渊

区，可以定义其

TKNN 指 数 ( 陈

数)，记为 C(kz)。

接下来要证明的

Δ Δ
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图12 总是成对出现的外尔点

图13 外尔半金属表面的费米弧

是，当 kz方向截面穿过某一个外尔点时，按照该

外尔点的手性，其 TKNN 指数(陈数)将跳变+1

或－1。为证明这一点，让我们来考察图 12中由

跳变前后的两个 kz截面(红色截面)以及四个侧表

面所组成的长方体。显然这个长方体是一个三维

空间中的封闭曲面，并且包围着一个孤立的外尔

点。前面讲过，从贝里曲率的观点看，外尔点是

贝里曲率或者说是动量空间磁场所对应的“磁单

极子”，满足高斯定律，即流出任何一个封闭曲

面的“磁通量”积分等于其中包围的“磁单极

子”也就是外尔点的总“磁荷”。而对于图 12定

义的长方体而言，很容易证明通过四个侧表面流

出的“磁通量”两两互相抵消，原因是由于布里

渊区的紧致性，左边侧面等价于右边侧面，所以

左边流出的“磁通量”严格等于右边流入的“磁

通量”，同理前后侧面流出的“磁通量”也将互

相抵消。于是高斯定理告诉我们上下表面流过的

“磁通量”之差，必须等于被夹在其中的外尔点

的“磁(手)荷(性)”，而前面说过上下表面可以看

成是二维布里渊区，其上流过的总“磁通量”积

分就等于TKNN指数(陈数)，所以这就证明了当

kz方向截面穿过某一个外尔点时，其TKNN指数

(陈数)将发生由该外尔点手性所决定的+1或－1

的跳变。然后再让我们来考察当 kz从整个三维布

里渊区的下底面 kz=－π演化到上底面 kz=π时，定

义在相应 kz截面上的TKNN指数的变化，又由于

布里渊区的紧致性上下底面是严格等价的，也就

是说它们的TKNN指数是一样的，于是从 kz=－π

到 π，跨越整个布里渊区的过程中遇到的所有外

尔点的“磁(手)荷(性)”相加必须等于零。这就证

明了在任何格点体系中，外尔点必须是一正一反

成对出现的，以保证整个布里渊区内的总“磁

(手)荷(性)”为零。

表面上的费米弧是外尔半金属中出现的另一

个奇异物性。所谓费米弧，指的是开放费米面。

在金属中，费米面的定义就是准粒子能量等于化

学势的等能曲面。在普通二维金属中，由于能带

色散是连续函数，所以它的等能线通常是闭合

的。而外尔半金属的表面态则很特殊，它虽然也

是一个二维体系却不能脱离三维体材料而单独存

在。本质上，外尔半金属表面态形成的费米面仍

然是封闭的，只是另半边费米弧通过体内的外尔

点连到了下表面，如图13所示。这种特殊的费米

弧其实也不难理解，让我们来考察图14(a)中包围

着一个外尔点的圆柱体，再啰嗦一句，这个圆柱

体其实是一个轮胎面，因为上下底面等价，所以

它也可以被看作是某个二维体系的布里渊区。于

是再一次利用高斯定理，我们可以得到，穿过这

个圆(轮)柱(胎)体(面)的总“磁通量”积分，也就

是该二维体系的TKNN指数，等于被围于其中的

外尔“磁荷”总数。具体到图14(a)的情况，假设

被围的外尔点手性为+1，那么这个二维体系的

TKNN指数就是+1。然后，我们再来考察在 z方

向形成的表面，图14(a)中的圆(轮)柱(胎)体(面)投

影到该表面形成一个圆环，围着外尔点的表面投

影点，如图14(b)中红线所示。这个圆环就是上述

TKNN指数为+1的二维体系的边缘布里渊区，而

我们知道这样的二维体系会有一个单向色散的边

·· 766



·45卷 (2016 年) 12 期

图14 (a)三维布里渊区中的一个外尔点；(b)在表面布里渊

区的投影

缘态，就像量子霍尔效应或量子反常霍尔效应体

系一样。于是在上述红色圆环上就只有一个费米

点，记住这一圆柱体的半径是可以改变的，只要

它围着同一个外尔点，于是在表面布里渊区内每

一个包围同一个外尔投影点的圆环上都有且只有

一个费米点，把它们连起来就形成了一段开放的

弧线，不难证明这段弧线只能终止于另一个手性

相反的外尔点投影，如图14(b)所示。对于绝大多

数外尔半金属材料而言，费米能都没有那么巧，

正好穿过外尔点，总是有一点偏差，由此形成有

限大小的包围着外尔点的三维费米面，投影到表

面就形成图14(b)中的蓝色区域，盖住了相应的外

尔点投影。利用刚才介绍的取圆柱体的分析方

法，不难证明，只要覆盖不同手性外尔点的三维

费米面投影(如图 14(b)中的两块蓝色区域)，并不

彼此相连，那么虽然说在蓝色区域之内的表面态

不再受到拓扑保护，但在蓝色区域之外必然存在

一段受到拓扑保护的费米弧存在。这一点请从事

角分辨光电子能谱研究的同事切记。

金属的最大特点是会导电，体现于它在外加

电磁场下的响应，而外尔半金属的响应则跟普通

金属非常不同。在文献中，大家经常可以读到两

个互相联系而又有所区别的效应，即手性反常

(Chiral anomaly)和手性磁效应(Chiral magnetic ef-

fect)。手性反常指的是具有特定手性的外尔费米

子数目，在平行磁场和电场的作用下不守恒，由

于在实际固体材料中外尔点是成对出现的，所以

这种不守恒不会导致整体电子数不守恒，而是把

一种手性的电子转变成另一种手性。而手性磁效

应则是指在静磁场下，某个特定的外尔点附近的

电子态会贡献一种特殊的电流，根据外尔点手性

的不同，这种电流平行或反平行于磁场方向。手

性磁效应最奇特的地方在于这种手性电流严格由

磁场方向和外尔点的手性决定，与任何晶体方向

或其他材料细节无关，是一种典型的演生现象。

由于固体中的外尔点总是成对出现，在平衡态

下，不同手性的外尔点贡献的电流严格抵消，体

系的宏观电流为零。而一旦在外场驱动下，形成

非平衡态，造成不同手性的外尔点处的化学势不

相等，则手性磁效应就会导致上述手性电流，比

如在平行磁场和电场的作用下，手性反常效应造

成不同手性的电子之间出现化学势差，而进一步

由手性磁效应形成平行于磁场的电流，在实验上

体现出来就是当电场平行于磁场时出现负磁阻。

这是手性磁效应在直流输运中的体现，当然这种

不同手性外尔点之间的不平衡也可以由其他外场

来驱动，如最近我们提出的利用光场和声子场驱

动的手性磁效应[49]。

目前，对于包括外尔半金属在内的各种拓扑

半金属的研究方兴未艾 [26， 41]，除了特殊的表面

态以外，对其输运和光学性质的研究是其中最

迷人的部分，特别是在磁场下的行为，与传统

的金属和半导体都截然不同，是大有可为的创

新领域。
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